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a)
Das nebenstehende Fachwerk soll mit Hilfe
der Finite-Elemente-Methode (FEM) ausge-
legt werden. Dazu müssen in einer Eingabe-
datei verschiedene Eingabegrößen festgelegt
werden.
Bestimmen Sie die Konnektivitätsliste der
mit römischen Zahlen nummerierten Elemen-
te basierend auf den gegebenen Knotennum-
mern. (1,0 Punkte)
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Elementnummer globale Knotennummer

I 2, 3

II 1, 5

III 6, 8

IV 10, 13

Geben Sie an, bezüglich wie vieler Freiheitsgrade Dirichlet- bzw. Neumann-
Randbedingungen vorliegen. (1,0 Punkte)

Anzahl Dirichlet-RB: 3 Anzahl Neumann-RB: 23
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Bei der Auslegung werden verschiedene Lagerungen in Erwägung gezogen. Geben Sie an,
welche der unten dargestellten Varianten mit dem FE-Code aus der Übung ausgelegt
werden können. Begründen Sie Ihre Antwort in Stichpunkten. (1,5 Punkte)

FFF

A) B) C)

Ausgelegt werden können B) und C) (statisch bestimmt oder statisch unbestimmt,
aber nicht kinematisch).
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b)
Die Konnektivitätsliste für ein anderes (eindimensionales) System sei wie folgt gegeben:

Elementnummer globale Knotennummer

I 1, 3

II 3, 2

Die Elementsteifigkeitsmatrizen K
e wurden bereits bestimmt und lauten

K
e=I =

5

2

EA

l

[
1 −1

−1 1

]

, K
e=II =

3

2

EA

l

[
1 −1

−1 1

]

.

Außerdem wurden die Beiträge der Elemente zum Vektor der Volumenkräfte fvol bestimmt:

f
e=I
vol = A l f0

[
1
2

]

, f
e=II
vol = A l f0

[
2
3

]

.

Bestimmen Sie die globale Steifigkeitsmatrix K unter Beachtung der Konnektivitätsliste.
(1,5 Punkte)

K = EA
2l





5 0 −5
0 3 −3

−5 −3 8





Bestimmen Sie den globalen Vektor der Volumenkräfte fvol unter Beachtung der Konnek-
tivitätsliste. (1,0 Punkte)

fvol = Alf0





1
3
4
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c)
Es soll nun mittels FEM ein weiteres System aus mehreren (eindimensionalen) Stäben
berechnet werden. An Knoten 3 wird die Verschiebung u3 = ū aufgeprägt. Das System
wird außerdem an Knoten 2 durch eine Einzelkraft F =2EAū/l in negative x-Richtung
belastet.

F =2EAū/l
x

lll

u3 = ū

1 2 34I II III

EA

Die globale Steifigkeitsmatrix des Systems wurde bereits zu

K =
EA

l







1 0 0 −1
0 2 −1 −1
0 −1 1 0

−1 −1 0 2







bestimmt, wobei die Freiheitsgrade entsprechend der Knotennummern geordnet sind.
Bestimmen Sie die Submatrizen KFF , KFD, KDF und KDD, welche sich auf die freien
(F ) bzw. die Dirichlet-Freiheitsgrade (D) beziehen. (1,0 Punkte)

KFF = EA
l

[
2 −1

−1 2

]

KFD = EA
l

[
0 −1

−1 0

]

KDF = K
T
DF KDD = EA

l

[
1 0
0 1

]
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Geben Sie die Verschiebungen uD an den Dirichlet-Freiheitsgraden an. (0,5 Punkte)

uD =

[
0
ū

]

Geben Sie die externen Kräfte fsur,F an den Neumann-Freiheitsgraden an. (0,5 Punkte)

fsur,F = F

[
−1
0

]

= −2EAū
l

[
1
0

]

Bestimmen Sie nun die unbekannten Verschiebungen uF . (1,5 Punkte)

uF = ū
3

[
−2
−1

]

Geben Sie die Gleichung zur Bestimmung der unbekannten Reaktionskräfte fsur,D an. Das
Ergebnis muss nicht berechnet werden. (0,5 Punkte)

fsur,D = KDF · uF +KDD · uD
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a)

Erklären Sie den Unterschied zwischen elastischem und inelastischem Materialverhalten.
(1,0 Punkte)

Elastizität
eindeutiger Zusammenhang zwischen σ und ε
Belastung = Entlastung

Inelastizität
kein eindeutiger Zusammenhang
zeitabhängiges Verhalten

b)

Skizzieren Sie in geeigneten Diagrammen die Vorgänge Kriechen und Relaxation und
beschreiben Sie das Materialverhalten kurz mit Worten. (2,0 Punkte)

Kriechen: Verformungsanstieg im Zeitverlauf bei konstanter Spannung

 
 

 

σ0

tt

σ ε

Relaxation: Spannungsabfall im Zeitverlauf bei konstanter Dehnung

 
 

 

ε0

tt

σε
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c)

Das hier dargestellte rheologische Modell mit Federn und Dämpfern mit den Elastizi-
tätsmoduli E0, E1 und E2 und und den Dämpfungskonstanten η1, η2 und η3 wird im
Folgenden betrachtet. Die den jeweiligen rheologischen Modellen zugehörigen Spannungen
und Verzerrungen sind mit σ• und ε• bezeichnet (• = {0, 1, 2, 3}).

E0

η1E1

σ, ε σ, ε
σ0, ε0

σ1, ε1

σ2, ε2

σ3, ε3

E2 η2

η3

Bestimmen Sie die grundlegenden konstitutiven Gleichungen der Teilkörper 0, 1, 2, 3 und
alle wichtigen Beziehungen des Gesamtsystems, die zur Herleitung des Stoffgesetzes
des Gesamtsystems benötigt werden, ohne diese ineinander einzusetzen oder zu lösen.

(2,5 Punkte)

Parallelschaltung: σ1 + σ2 + σ3 und ε1 = ε2 = ε3

Reihenschaltung: σ0 = σ und ε = ε0 + ε1 = ε0 + ε2 = ε0 + ε3

Hook: σ0 = E0 ε0

Newton: ε̇3 =
σ3

η3

Maxwell: E1 σ1 + η1 σ̇1 = E1 η1 ε̇1 bzw. σ1 = E1 εE1
= η1 ε̇η1 mit εE1

+ εη1 = ε1

E2 σ2 + η2 σ̇2 = E2 η2 ε̇2
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d)

Skizzieren Sie jeweils ein geeignetes rheologisches Modell für das inelastische Verhalten
von Stahl bei Raumtemperatur (20◦ C) und Stahl bei 1500◦ C (Schmelze).
Hinweis: 2 rheologische Elemente je Modell sind ausreichend. (1,0 Punkte)

A

E E ησy

Raumtemperatur Schmelze

e)

Das hier dargestellte rheologische Modell (Bingham-Hooke) mit Elastizitätsmodul
E = 40 MPa, Dämpfungskonstante η = 10 MPa s und Fließspannung σy = 10 MPa wird
im Folgenden betrachtet.

σy

E
σ σ

η
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Dabei ist der Belastungspfad der Spannung σ wie folgt gegeben:

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Zeit t in s 

0

5

10

15

20

Sp
an

nu
ng

en
 σ
 in

 M
Pa

σ

Skizzieren Sie nun den Verlauf der viskoplastischen Dehnung εvp und der elastischen Deh-
nung εe = ε − εvp im folgenden Graphen, in dem die Gesamtdehnung ε gegeben ist.

(1,5 Punkte)
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Erläutern Sie, wie sich die Verläufe der Gesamtdehnung ε, der viskoplastischen Dehnung
εvp und der elastischen Dehnung εe, jeweils für den Fall σy → 0 und den Fall σy → ∞
ändert. Skizzieren Sie die Zusammenhänge in zwei Diagrammen. (2,0 Punkte)

σy → 0:
viskoplastische Dehnung entwickelt sich direkt bei Lastbeginn (t = 1.0 s)
elastische Dehnung bleibt wie im vorherigen Beispiel
Gesamtdehnung aus Addition zu erhalten

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Zeit t in s 
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hn
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ge

n 
ε

ε
εvp
εe

σy → ∞:
es entwickelt sich keine viskoplastische Dehnung
elastische Dehnung wie zuvor, entspricht Gesamtdehnung

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Zeit t in s 
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In der linken Abbildung ist schematisch der Aufbau einer industriellen Papierschneidema-
schine zu sehen. Zur Auslegung der Schneide mittels einer Airy’schen Spannungsfunktion
wurde das System in das rechts dargestellte Modell überführt, wobei die Schneide die
Dicke t besitzt. Am Modell werden vereinfachend die konstante Spannung σP durch das
Papier, sowie die Kraft eines Hydraulikzylinders FH angenommen.

  l

2 2 l

l

l

α

Schneide

Papierstapel

Unterlage

∂Ω1

∂Ω2

∂Ω3

∂Ω4ex

ey

FH

σP

a)
Bestimmen Sie sämtliche Spannungsrandbedingungen (ggf. auch in integraler Form) an
den Rändern ∂Ω2 und ∂Ω4 bzgl. des vorgegebenen Koordinatensystems. (2,5 Punkte)

Rand ∂Ω2: σxy(x, y = l) = 0
∫ 2 l

−l/2

σyy(x, y = l) t dx = −FH

Rand ∂Ω4: σxy(x, y = 0) = σP sin(α)

σyy(x, y = 0) = −σP cos(α)
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b)
Für die Auslegung der Schneide wurde die Airy’sche Spannungsfunktion

F (x, y) = c1 x
3 y + c2 [x

4 y − x2 y3]

gewählt, wobei c1 und c2 Konstanten sind. Geben Sie den Traktionsvektor t3 am Rand ∂Ω3

an. Notieren Sie wichtige Zwischenergebnisse im Kästchen. Die zum Rand ∂Ω3 gehörigen
Koordinaten x, y sollen nicht eingesetzt werden. (3,0 Punkte)

t3 = σ · n3 mit n3 =

[
1
0

]

⇒ t3 =

[
σxx(x = 2 l, y)
σxy(x = 2 l, y)

]

σxx =
∂2F

∂y2
= −6 c2 x

2 y

σxy = −
∂2F

∂x ∂y
= −3 c1 x

2 − 4 c2 x
3 + 6 c2 x y

2

⇒ t3 =

[
−6 c2 x

2 y
−3 c1 x

2 − 4 c2 x
3 + 6 c2 x y

2

]

Nehmen Sie an, dass an der Schneide keine Volumenlasten oder Trägheitseffekte auftre-
ten. Gibt es Bedingungen, welche die Konstanten c1, c2 erfüllen müssen, damit der zu F
gehörige Spannungstensor σ die Gleichgewichtsbedingungen im Körper erfüllt?
Falls ja, notieren Sie die Bedingungen im Kästchen. Falls nein, begründen Sie Ihre Antwort
kurz. (1,0 Punkte)

Nein, da die Gleichgewichtsbedingungen hier a priori erfüllt sind, falls der Spannungs-
tensor σ aus einer Airy’schen Spannungsfunktion stammt.
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c)
Aus den Spannungen σ kann der Dehnungstensor ε mittels des Hooke’schen Materialge-
setzes bestimmt werden. Welche Bedingung oder Gleichung muss allgemein erfüllt sein,
damit aus ε wiederum eine eindeutige Lösung für das Verschiebungsfeld u bestimmt wer-
den kann? (0,5 Punkte)

Bipotentialgleichung bzw. ∆∆F = 0

auch zulässig: Kompatibilitätsbedingungen

Für einen anderen Fall führt eine hier nicht näher spezifizierte Airy’sche Spannungsfunk-
tion auf den Spannungszustand

[
σ̃xx σ̃xy

σ̃yx σ̃yy

]

=
σ0

l3





−6 x2 y 6 x y2

6 x y2 20 x3 − 2 y3



.

Kreuzen Sie an, ob die Bedingung für eine eindeutige Lösung von ũ erfüllt wird. Geben
Sie dazu wichtige Zwischenschritte im Kästchen an. (2,0 Punkte)

∆∆F = F,2222 + F,1111 + 2F,1122

=
∂2σ̃xx

∂y2
︸ ︷︷ ︸

= 0

+
∂2σ̃yy

∂x2
︸ ︷︷ ︸

=
σ0

l3
120 x

+ 2
∂2σ̃yy

∂y2
︸ ︷︷ ︸

= −
σ0

l3
12 y

=
σ0

l3
[120 x− 24 y] 6= 0

⇒ Das Verschiebungsfeld ũ ist: eindeutig bestimmbar
x nicht eindeutig bestimmbar

auch zulässig: Nachweis über Elastizitätsgesetz + Kompatibilitätsbedingungen
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d)

In alten Konstruktionsunterlagen zu der Schneidemaschine finden Sie das Verschiebungs-
feld

û =
x y

l
ex +

x2 y − y2 x

l2
ey.

Halten Sie dieses bezogen auf das Modell der Papierschneidemaschine für sinnvoll? Be-
gründen Sie Ihre Antwort kurz. (1,0 Punkte)

Nein, da am Rand ∂Ω4 trotz Kräften und fehlender Lagerung durch die gegebene

Funktion û(x, y = 0) =

[
0
0

]

keine Verschiebung möglich ist.


