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a)

Das nebenstehende Fachwerk soll mit Hilfe
der Finite-Elemente-Methode (FEM) ausgelegt
werden.

Betrachten  Sie die unten  angegebene
Konnektivitatsliste fiir die mit roémischen
Zahlen nummerierten Elemente. Uberpriifen Sie
die vorgegebene Konnektivitéitsliste basierend
auf den gegebenen Knotennummern. Korrigieren
Sie fehlerhaft angegebene Konnektivitate(n).

(1,0 Punkte)

Elementnummer | globale Knotennummer
I 1, 2
T 1. 3
11 41
v 3. 4
vV 1 5
VI 16
Die Liste aller globalen Freiheitsgrade sei wie folgt geordnet: u = [uy,u,, u3, u,...]".

Bestimmen Sie die Liste dr1tDoFs, welche die Nummern der globalen Freiheitsgrade der
Dirichlet-Randbedingungen beinhaltet. Geben Sie die dazu korrespondierende Liste der
Verschiebungen up an. Beachten Sie das vorgegebene Koordinatensystem.(1,0 Punkte)

drltDoFs = | ]

up :[ ]

Fir das oben abgebildete Fachwerk erfolgt die Diskretisierung anhand von einem

Element pro Stab. Geben Sie die nachfolgenden Dimensionen des Randwertproblems an.
(1,0 Punkte)

nnp = ndf = ndm = nel =
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Es soll nun mittels der FEM ein Stab (Elastizitdtsmodul F,
Querschnittsflache A)  bestehend aus drei Elementen berechnet
werden. Der Stab ist am Knoten 4 wie dargestellt gelagert. Am
Knoten 1 wird die Verschiebung u; =u aufgeprigt. galal
Die Steifigkeitsmatrizen der Elemente sind bestimmt worden zu
e=1 FEA 3 -3 e=11 _ EA 1 -1 e=111 _ FA 2 =2
K _l{—i’) 3}’K _l{—l 1’K =2 2 X 3
Assemblieren Sie die Element-Steifigkeitsmatrizen K¢ zur globalen 1 %l
Steifigkeitsmatrix K. Beachten Sie dabei die durch die Skizze xi
vorgegebenen Konnektivitéiten. (1,5 Punkte) mr 4
K =

Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix J*=! fiir das Element I unter der Verwendung von
(0,5 Punkte)

linearen Ansatzfunktionen.

Je:I —

Anhand der oben bestimmten Steifigkeitsmatrix K sollen nun die diskreten Knoten-

Verschiebungen u berechnet werden. Begriinden Sie, warum sich diese nicht direkt durch
(0,5 Punkte)

das lineare Gleichungssystem K - u = f berechnen lassen.
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c)

Fiir das nebenstehende Fachwerk bestehend aus
drei Stében (Elastizitdtsmodul F, Querschnitts-
fliche A) ist die Liste aller globalen Freiheits-
grade wie folgt geordnet: wu = [uy,u,,ul,u,...]",
sodass drltDofs = [1, 3,5, 6] und freeDofs = [2,4].
Die globale Steifigkeitsmatrix K wurde bereits mit

a = v/2/4 bestimmt zu

[1+a —a —a a —1 0]

—a a a —a 0 0

K — EA | —a a a —a 0 0
l a —a —a l4+a 0 —1

-1 0 0 0 1 0

| 0 0 0 -1 0 1

Extrahieren Sie die Matrizen Kpp und Krp aus der Steifigkeitsmatrix K. (1,0 Punkte)

Geben Sie die Gleichung zur Bestimmung der gesuchten Verschiebungen up an.
Bestimmen Sie zusétzlich darin enthaltene unbekannten Grofsen anhand des oben
abgebildeten Systems. Das Ergebnis muss nicht berechnet werden. (1,0 Punkte)

Die Verschiebung % am Knoten 1 soll durch eine dquivalente Kraft (i) ersetzt werden,
sodass sich die selben Knoten-Verschiebungen u ergeben. Geben Sie eine Formel zur
Bestimmung dieser Kraft in Abhéngigkeit der bekannten Grofen an. (0,5 Punkte)
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d)
Im Rahmen der Finite-Elemente-Methode wird das 3X us
Verschiebungsfeld wu(z) innerhalb eines Elements lg
iiber eine polynomiale Interpolation vom Typ I II
u(z) =~ u'(z) = Z u® LP(z), 2 X U
o E A0
mi x) =
, Tj — &y
j=1
J#i
approximiert, wobei L'(z) die Lagrange-Polynome sind. TTTTTTT 1X

Geben Sie fiir das oben stehende System (Schwerefeld g, Elastizitatsmodul E, Querschnits-
fliche A) bestehend aus 2 Elementen das Interpolationspolynom " (x) fiir das Element 11
an. Die Verschiebungen us und ug sind dabei als bekannt anzunehmen. (1,0 Punkte)

ul(x) =

Geben Sie die Interpolationsfunktion des Verschiebungsfeldes u”(¢) auf dem Master-

element fiir das Element II unter der Verwendung von linearen Ansatzfunktionen an.
(1,0 Punkte)
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a)

Im Folgenden wird das dargestellte rheologische Modell mit den Elastizitatsmoduli F; und
Fs, den Dampfungskonstanten 73 und 75 und der Fliekgrenze oy betrachtet. Die den je-
weiligen Teilkorpern zugehérigen Spannungen o, und Dehnungen &, mit e = {1,2,3,4,5}
sind der Skizze zu entnehmen.

El Oy
o, € o, ¢
“«—o0 o1, €1 01, €4 O—p
E,
R 1"
MM |
I
09, € — —
2:52 03,€3 05,€5
I II

Geben Sie die Spannung ¢; in Abhéngigkeit der Grofen o3, 04, 05 an. (0,5 Punkte)

Notieren Sie zudem, welche Zusammenhénge zwischen den (Teil-)Dehnungen e, inner-
halb des jeweiligen (Teil-)Systems I (Elemente 1,2,3) und II (Elemente 4,5) bestehen.
(1,0 Punkte)

Geben Sie an, welche Bedingung fiir die Spannung o, des Reibelementes gelten muss,
damit €5 = 0 fiir ein belastetet System ist. (1,0 Punkte)
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Gesucht ist nun die konstitutive Gleichung fiir die Gesamtspannung o. Stellen Sie die
entsprechende Gleichung fiir o anhand der Schaltung der Elemente 1,2, 3 (I) sowie anhand
der Schaltung der Elemente 4,5 (II) in Abhéngigkeit der jeweiligen Teildehnungen £, und
o auf. (1,0 Punkte)

b)

Ein Material weist die nebenstehende Spannungs- 7 A
Dehnungs-Kurve in Folge einer linear ansteigenden
Dehnung auf.

Skizzieren Sie ein passendes rheologisches Modell.
(1,0 Punkte)
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c)

Im Rahmen eines Belastungstests wurde der Dehnungsverlauf e(t) fiir ein Material,

welches durch den Bingham-Hooke-Korper beschrieben werden kann, mithilfe eines
Dehnungsmessstreifens wie folgt gemessen:

0.1004

0.0754

0.0504

0.0251

0.000+

Dehnungen €

—0.0251

—0.050

—0.075

—0.100

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Zeittins

Die zugehorige Spannungs-Dehnungs-Kurve, die wiahrend des Tests aufgezeichnet wurde,
ist im Folgenden dargestellt. Die Kurve wurde allerdings nicht bis zum Ende des Ver-
suchs aufgezeichnet. Vervollstindigen Sie die Spannungs-Dehnungs-Kurve bis zum Ende
des Tests anhand der gegebenen Dehnungskurve. Die folgenden Materialparameter sind

bekannt: n = 100 MPas und o, = 15 MPa. (2,5 Punkte)
20
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Geben Sie den Elastizitdtsmodul £ des Materials an. (0,5 Punkte)

)

Das Stoffgesetz eines rheologischen Modells mit o A
als bekannt vorausgesetzten Materialparametern

sei gegeben als
g0

[EQ+E1] U+771(5':EOE1€+E07’]1é.

Das System sei mit einer zum Zeitpunkt ¢ = t*
sprunghaft auf das Plateau oy ansteigenden Span-
. 0 >
nung o(t) wie dargestellt belastet. ¢
t* T

Berechnen Sie fiir diesen Belastungszustand die Losungen &(¢) in den Bereichen
0 <t<t'und t* <t <T. Konstanten aus Anfangsbedingungen miissen nicht bestimmt
werden. Geben Sie im nachfolgenden Késtchen alle wichtigen Zwischenschritte an.

(2,5 Punkte)
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a)

Fiir einen ebenen Spannungszustand eines isotropen linear elastischen Materials

(Elastizitdtsmodul E, Querkontraktionszahl v) ist die folgende Airysche Spannungs-
funktion mit den Konstanten ¢; und ¢y gegeben

F=a%+c a2y +ca?yt.

Geben Sie die resultierenden Spannungsfunktionen o, 0., und oy, an. (1,5 Punkte)

U$$ -

Berechen Sie, fiir welche Werte der Konstanten ¢; und ¢, dem Spannungsfeld o eindeutig
ein Verschiebungsfeld u zugeordnet werden kann. Geben Sie Thre Zwischenschritte an.
(2,0 Punkte)

Geben Sie die Koeffizienten ¢;; des resultierenden Verzerrungstensors € an. Gehen Sie von
einem bekannten Spannungsfeld o aus. (1,0 Punkte)
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b)

Ein weiteres isotrop linear elastisches Material sei unter Vernachldssigung von
Beschleunigungsbeitragen nur durch eine volumenhafte Last f, belastet. Das sich daraus
resultierende Spannungsfeld o (1, z2) sei in der Koeffizientendarstellung wie folgt gegeben

Tax,+bz: 10ax; —5Haxy 0
o] = |10az; —Hawxy bx?—8azy 0]oy.

0 0 0

Geben Sie die volumenhaft verteilte Belastung f.,, in Abhéngigkeit von den Konstanten
a und b an, sodass sich ein Gleichgewicht in jedem Materialpunkt einstellt.(1,0 Punkte)

[fVOl]el’gyg =

Fiir einen nicht ndher spezifizierten belasteten Korper wurde das Verschiebungsfeld
u(zy, x9, 23) in Koeffizientendarstellung wie folgt ermittelt
10 T
Ug
[u]el,z,s = 5 To| — .
31’3

Das sich daraus ergebende Verzerrungsfeld sei als €;; = 1/2 [u; ; + u; ;] gegeben. Geben Sie
die Invarianten J§ und J§ des resultierenden Verzerrungszustands € an. (1,0 Punkte)

Der sich ergebende Verzerrungszustand soll nun um 90° um die es—Achse rotiert werden.
Wie verdndern sich dabei die Invarianten J; und J§? Begriinden Sie ihre Angaben.
(0,5 Punkte)
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c)

Die nebenstehend abgebildete Scheibe der Dicke t F Al (
ist auf der oberen Seite eingespannt und wird wie L

dargestellt auf dem Rand I durch eine Kraft FF ¢
unter dem Winkel « belastet. An den verbleibenden
Réndern IT und III wirken die Traktionen 7, und oy.
Das resultierende ebene Spannungsfeld o (x,y) sei 111
als bekannt anzunehmen.

To

I I ly

ls
Y
Geben Sie die Spannungs-Randbedingungen des
Systems an den Rédndern I und II an. Geben Sie r
zusétzlich die jeweiligen Definitionsbereiche fiir x o

und y der jeweiligen Spannungskoeffizienten an.
Geben Sie Thre Zwischenschritte an. (3,0 Punkte)




