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a)

Fiir ein eindimensionales System (Elastizitdtsmodul F, Querschnittsfliche A, Lénge [) sei
die Konnektivitatsliste wie folgt gegeben:

Elementnummer ‘ globale Knotennummer

I 1, 2
11 1, 3

Dariiber hinaus sind die Steifigkeitsmatrizen der Elemente bestimmt worden zu

e=1 . FA 1 -1 e=I1 _ EA 1 -1
K _27[—1 J und K _Tl—l 1

In der Skizze im nachfolgenden Késtchen ist das System abgebildet, welches zur vorgege-
benen Konnektivitatsliste gehort. Ergénzen Sie in der Skizze die globalen Knotennummern
(0,5 Punkte)

- 2l —_——

3 1 2

o

o}
o

IT I

Bestimmen Sie die globale Steifigkeitsmatrix K unter Beachtung der Konnektivitétsliste.
(1,5 Punkte)

3 —2 -1
K=Z241-2 2 0
-1 0 1
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b)

Fir das nebenstehende Fachwerk
bestechend aus drei Stdben (Elastizi-
tatsmodul FE, Querschnittsfliche A,
Léange 1) ist die Liste aller globalen
Freiheitsgrade wie folgt geordnet:
u=[ul,ul,u2 u? ..]'. Die globale
Steifigkeitsmatrix K wurde bereits

2 Uy Uiy Ui o]
bestimmt zu

1-1 0 0-1
-1 1 0 0 1-—

0 0 1-1 0

EA|l 0 0-1 1 0
K=<>71-1 1 0 0 3-

1-1 0 0-1

0 0-1 1-2

0 0 1-1 0

OO == OO = =

__ OO O k= OO

|
—HWON = OO

Vorname:

Nachname:

Matr.-Nr.:

IT Ia

1T

Bestimmen Sie die Listen drltDofs und freeDofs, welche die Freiheitsgradnummern der

Dirichlet-Freiheitsgrade bzw. der Neumann-Freiheitsgrade beinhalten.

(1,0 Punkte)

drltDofs = {1,2,3,4,6,8}

freeDofs = {5, 7}

Extrahieren Sie die Matrizen Krr und Krp aus der Steifigkeitsmatrix K.

(1,5 Punkte)

3 —2| ga
KFF:|:_2 3}2—1 Krp = 0

0-11 0

—1

110 0-1 074

21
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Geben Sie den gesamten Verschiebungsvektor u an. Tragen Sie wesentliche Berechnungs-
schritte in das nachfolgende Késtchen ein. (2,0 Punkte)
Hinweis: Wenn Sie die vorherigen Aufgaben nicht 16sen konnten, beschreiben Sie hier
den Losungsweg um Teilpunkte zu erhalten.

u=1[0000-40 —60]"LL

Aus welchem Grund ergeben sich die Nullen in den ersten beiden Zeilen und Spalten
der gegebenen Steifigkeitsmatrix K? Geben Sie eine kurze Antwort ohne Rechnung.
(1,0 Punkte)

Die zu den entsprechenden Freiheitsgraden gehorigen Knoten haben jeweils keine
Verbindung, d.h. gehoren keinem gemeinsamen FElement an. In Bezug auf die
genannten Zeilen und Spalten sind das hier die Knoten 1 und 2 sowie 1 und 4, welche
nicht direkt miteinander verbunden sind.
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c)

Im Rahmen der FEM soll eine Diskretisierung REEEET

des nebenstehenden Stabes mit zwei Elemen- l g 1 X up =0
ten und linearen Ansatzfunktionen durchgefiihrt l I
werden. Die Verschiebungen u; = 0, uy = u/4 T 2

und uz = @ sind als bekannt anzunehmen.

! 2 XK up =

17

| 2

| I3X us=1u
h

Geben Sie die Koordinatentransformation x7,(§) von Element IT auf das Masterelement
fiir das oben abgebildete System an. Geben Sie zudem die inverse Funktion &% () fiir das

gleiche Element an. (1,0 Punkte)
1 I 1 30 1 4
hoey el ot _ 9t v hi() — &
r7(§) = 2[1 5]2 + 2[1 + &) 4 + 45 &r1(@) 1t 3

Geben Sie die Interpolationsfunktion des Verschiebungsfelds u”;(¢) von Element 11 auf
das Masterelement fiir das oben abgebildete System an. Geben Sie zudem die Ableitung

des Verschiebungsfeldes u”;(€) des gleichen Elements bzgl. z an. (1,5 Punkte)
1 u 1 5 3 duby(€)  Oudé 3
h(€)=2=[1—¢]=+ =1 0= -1+ —u AN ok S ol
uy () 2[ 5]4 + 2[ +¢&Ju 8U+ 8“5 1z 9 or 21
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a)

Im Folgenden wird das unten dargestellte rheologische Modell mit den Elastizitdtsmoduli
Fy und E,, den Fliefgrenzen oy3 < oys und der Dampfungskonstanten 7 betrachtet.
Die den jeweiligen Teilkorpern zugehdrigen Spannungen o, und Dehnungen e,
mit @ = {1,2,3,4,5} sind der Skizze zu entnehmen. Im Ausgangszustand sind alle
Dehnungen ¢, identisch Null.

02,€2
Fy
01,€& 03, & 05, €
o, 1,¢1 3y<3 55¢5H o,
E1 Oy3 Oys
04,E&4
n

Geben Sie die Spannung o, in Abhéngigkeit der Spannungen o4, 03, 04 an. (0,5 Punkte)

02(01,03704) =01 — 03 — 04

Geben Sie die Dehnung €4 in Abhéngigkeit der Dehnungen €,e1,¢e5 an. (0,5 Punkte)

84(5751755) =&—& —¢&5

Geben Sie die Beziehung zwischen den Spannungen o3,05 fiir 9 =0 und &4, =0 an.
(0,5 Punkte)

03(05) 05
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Im Folgenden werden die Spannungen o, und Dehnungen ¢, der Teilkdrper als nicht be-
kannt angenommen. Die Gesamtdehnung € sowie die Materialparameter E, s, 0y3, 05,1
sind bekannt. Gehen Sie zudem von einer monoton steigenden Belastung mit € > 0 aus.

Geben Sie eine Gleichung fiir die Gesamtspannung ¢ im Fall o3 < oy3 und o5 < oy5 an.
(1,0 Punkte)

O':E18

Geben Sie eine Gleichung fiir die Gesamtspannung ¢ im Fall o3 = 0y3 und 05 = oy5 an.
(0,5 Punkte)

0 = 0Oys

Geben Sie eine Differentialgleichung zur Bestimmung der Materialantwort im Fall
03 = 0y3 und 05 < oy5 an. (2,0 Punkte)

Parallelschaltung:
0 = 0934 20'2—|—0'3+0'4:E2 €2+0'y3+?7<‘54
Reihenschaltung:

€=¢€1+€3u+es mit e93y =ca=¢4 und e5=0
g1 g

— 52:5—51:5—51:5—51 (V)
) . . 01 .0
—) g —_ g —_— = [ — \/
Eg=E—E1=¢ B £ o (V)
Differentialgleichung;:
. o . o
O':E262+O'y3+77€4:E2 E— — +Uy3+77 E— — (\/)
E1 El

E,+ E
%120+E11(7:E25+775+0y3
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b)

Fir das zuvor im Aufgabenteil a) eingefiihrte
rheologische Modell wurde die Differentialgleichung €
zur Bestimmung der plastischen Dehnung &5 fiir

t > 0 mit o = konst. zu

€+ié+ao:€5+—é5 €0

bestimmt. Die Materialparameter n, Fy und oy sind
gegeben. Das System wird zum Zeitpunkt ¢ =0
mit einer von Null auf das Plateau ¢y sprunghaft
ansteigenden Dehnung e(t) wie dargestellt belastet. 0 T t
Infolge dieser Belastung wird das betrachtete

Reibelement (oy5) aktiv.

Berechnen Sie fiir diesen Belastungszustand die Losung e5(¢) im Bereich 0 < t < T
Konstanten aus Anfangsbedingungen sollen nicht bestimmt werden. Geben Sie im
nachfolgenden Kastchen alle wichtigen Zwischenschritte an. (2,5 Punkte)

Bereich 0 <t < T
e(t) = eo, £(t) =0
e5(t) = esn(t) + e5p(1)

Ansatzfunktionen

e5n(t) = c1 exp(—F(1))

€5p(t) = co = konst.

Teillosungen

FE.
esn(t) = 1 exp (——2 t)
n

85p(t) = £&p —+ (&)

Gesamtlosung

E
e5(t) = e5n(t) +e5p(t) = 1 exp(—f t) +egtag fir 0<t<T
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c)

Fir ein viskoelastisches Material und den in der folgenden Abbildung links
vorgegebenen Dehnungsverlauf ergeben sich die in der mittleren Abbildung dargestellten
zeitlichen Verldufe der Spannungen. Ergédnzen Sie das rechte Spannungs-Dehnungs-
Diagramm um die Spannungs-Dehnungs-Verldufe fiir die Viskositdtsparameterwerte

n =10 MPas und n = 100 MPas. (1,0 Punkte)
0.10 ; ----n=100MPas ----n=100MPas P
o 30 :\‘ ——n=25MPas o 30 ——n=25MPas S
0.08 S )5 i —=n=10MPas | 5 55| —=n=10MPas .
s £ £
0.06 ® 20 520
c C C
S S5l N g
£0.04 215 215
o 2 2
o c 10 c 10
0.02 :.;_ s :.;_ 5
0.00 ——‘ 0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Zeit tins Zeittins Dehnungen ¢

Nennen Sie die Bezeichnung eines geeigneten rheologischen Modells fiir dieses Material-
verhalten. (0,5 Punkte)

linearer Standardkorper

Fiir ein elasto-viskoplastisches Material und den in der folgenden Abbildung links
vorgegebenen Dehnungsverlauf ergeben sich die in der mittleren Abbildung dargestellten
zeitlichen Verldufe der Spannungen. Ergédnzen Sie das rechte Spannungs-Dehnungs-
Diagramm um die Spannungs-Dehnungs-Verlaufe fiir die Viskositdtsparameterwerte

n =10 MPas und n = 100 MPas. (1,0 Punkte)
0.10 20 I ----n=100MPas 201 -—-.n=100MPas )
© L ——n=25MPas | © ——n=25MPas A
o \ o 4
0.08 s \ ——n=10MPas s —-—n=10MPas
w - 15 - 15
o £ £
@ S o
90.06 c - c
=1 10 === 10
£0.04 g 2
g = 2
C C
0.02 § 5 § 5
0.00 —1 0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Zeittins Zeittins Dehnungen €
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Die nebenstehend abgebildete Scheibe der y M,
Dicke t ist auf der linken Seite eingespannt ‘

und wird wie dargestellt durch ein &ufseres ‘\h
Moment M, sowie eine konstante &ulsere § -Z; v 09
Spannung o, belastet. Gehen Sie von einem §
ebenen Spannungszustand aus. hL 3! III
S
3 11 Q
lo
-~

a)

Bestimmen Sie sdmtliche Spannungsrandbedingungen (ggf. auch in integraler Form)

an den Réndern II, IIT und IV bzgl. des vorgegebenen (z,y)-Koordinatensystems.
(3,5 Punkte)

Rand II: 0§x§l0+m£ﬁ, y=—l

Oy, y=—01)=0
opl(r,y=—-l;) =0

Rand III: [p <z <ly+ taiﬁ, y = [lo — z] tan(«)

O SiD(0) + 04y cos(a) = —og

Oye sin(a) + oy, cos(a) =0

Rand IV: 0<x <1y, y=0
Oz, y=0)=0

—folo oy, y=0)ztdr+ My =0
folo oyy(z,y=0)tde =0
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b)

Zur Beschreibung der Spannungen im obigen System soll die Airy’sche Spannungsfunktion
F(z, y)=c12® + caz?y + ez [2° — 523 %]

untersucht werden, wobei ¢; = konst. (mit ¢ € {1,2,3}) gelte.

Geben Sie die resultierenden Spannungsfunktionen o, 0,, und o,, an. (2,0 Punkte)
Hinweis: Die Konstanten sollen hier nicht bestimmt werden!

Ope = —10¢3 22
Opy = —[2c22 — 30 c3 27 Y]

Oy =612+ 20y + c3[202° — 3047

Geben Sie den Vektor der Volumenkrafte f, ; an, fiir den sich das System in jedem Punkt
im Gleichgewicht befindet. Trégheitsterme sind zu vernachléssigen. Notieren Sie wichtige
Zwischenschritte und/oder begriinden Sie ihre Antwort kurz. (1,0 Punkte)

fvo = 0, weil div(e) = 0 a priori erfiillt ist, da o aus F' (Airy’sche Spannungsfunkti-
on) berechnet wurde.
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Fiir lineare isotrope Elastizitit kann ein Dehnungstensor € aus dem zuvor bestimmten
Spannungstensor o bestimmt werden. Geben Sie an, ob dazu vereinfachend die Formeln
des Ebenen Spannungszustandes (ESZ) oder des Ebenen Verzerrungszustandes (EVZ)
verwendet werden konnen (und wenn ja, welche?), oder ob die Formeln fiir den 3D-Fall
benutzt werden miissen. Begriinden Sie Ihre Antwort kurz. (1,0 Punkte)
Hinweis: Die Formeln miissen hier nicht aufgefithrt werden und auch der Dehnungsten-
sor € soll hier nicht berechnet werden!

ESZ-Formeln, weil Airy’sche Spannungsfunktionen per Definition nur ebene Span-
nungszustande betrachten.

¢

)

An einem weiteren Bauteil wurden mittels Digital Image Correlation (DIC), einem ka-
merabasierten Messsystem, die Verschiebungen der Oberflachenpunkte erfasst. Auf Basis
dieser Messdaten wurden fiir das Verschiebungsfeld u = u, e, +u, e, +u. e, die Beitrage
in der x, y-Ebene

1
ux(x,y):k?1$+§k3$3, uy(xay):ka_k?)ny

ermittelt, wobei k; = konst. (mit ¢ € {1, 2, 3}) gilt.

Bestimmen Sie die daraus resultierenden Koeffizienten €,,, €,, €4, und ¢,,, des Dehnungs-
tensors €. (1,0 Punkte)

Exx = ]{?1 + k’g l‘2
Exy = _k:?)xy
Eyz = Eay

— 2
Eyy—/{?Q—kgl’
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Zusétzlich zu den mittels Digital Image Correlation (DIC) in der z,y-Ebene erfassten
Verschiebungen, wurde auch eine Dehnung in Dickenrichtung (z-Richtung) des Bauteils
beobachtet. Diese Dehnung ist technisch bedingt mit dem DIC-System jedoch nicht
messbar.

Berechnen Sie den Koeffizienten ¢,, des Dehnungstensors € unter der Annahme eines
ebenen Spannungszustands (ESZ) und linearer isotroper Elastizitdt mit Querkontrakti-
onszahl v (und Elastizitdtsmodul F). (1,5 Punkte)

14
=— ke + ke
€2z 1_y[1+ 2]




